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INTRODUCTION

Le probleme que nous etudions ici a ete pose en 1970 par P. Turan. Soit <p
une fonction reelle definie sur I = [-I, I] et P un polynome de degre au plus
n verifiant pour x E I: IP(x)l:S;;; I<p(x)l· QueUe majoration peut on donner
pour p(kl(X)?

Pour <p == I on a la celebre inegalite de Markov

et plus generalement (voir par exemple [7, p. 227])

[P(kl(x)l:s;;; Cknk«I-x2)II2 + (lln»-k

(x E I)

(x E I)

ou Ck est une constante qui ne depend que de k.
Les cas <p(x)=x, k= I et <p(x) = (l-X2)1/2, k= I et 2 ont ete etudies

avec beaucoup de precision par Rahmann et Pierre dans [4, 5]. Pour des
ameliorations diverses de l'inegalite de Markov nous renvoyons aux
bibliographies de ces deux articles et a [6].

NOTATIONS

Pour toute fonction/reelle definie sur I on note III/I = SUPxEll/(x)[. Pour
toute fonction g reelle definie sur IR on note /I gll* = SUPXE R g(x). On designe
par Hn l'espace des polynomes de degre au plus n. On pose pour x E let
n E IN*

C(n, x) = n«1 - X
2

)1/2 + (1/n»-1
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done, d'apres l'inegalite vue plus haut, pour tout P E H n (n> 1) on a
Iplk)(x)l:< Ck(C(n, X))k IIPII. On remarquera que

et que pour q E IN*

qC(n, x):< C(qn, x):< q2C(n, x).

ENONCE DU RESULTAT

Soient aI' a2 , ... , at des reels verifiant

-1:< a l < ... <a.t:< 1

(1)

(2)

et a I' a 2 , ... , a.t des reels positifs ou nuls. Soit m la fonetion definie sur I par

(3)

En prenant par convention a o = -1 et a.t+ I = 1, on note J; = [Ha j _ I +a;),
Ha i +ai + I)) (i = 1,2,... , A).

Soient bl' b2 , ... , bl' des elements (non neeessairement distinets) de I et u
une fonetion de CP(I) non nulle sur 1. On pose

<p(x) = (x - bl ) ... (x - bl') u(x). (4 )

On supposera que pour les indices i tels que a i soit egal a l'un des bj , a j < 1
(on voit bien dans l'enonee du theoreme qui suit que cette hypothese n'est
pas restrictive).

THEOREME. Pour m et <p donnees par (3) et (4) et pour k entier positij tel
que k:< p, if existe deux constantes A et B telles que pour tout P E H n

(n> 1) verifiant IP(x)1 m(x):< I<p(x)1 (x E I) on ait:

k

* Iplk)(x)1 m(x):< A L: (C(n, x)Y1<plk-r)(x)[
r=O

(x E 1). (5)

* Pour x E J i ,

jplk)(x)1 :< Bnk+l>i si lail*' 1

si lail = 1.
(6)
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QUELQUES LEMMES

Posons par commodite d'ecriture v(x) = Iju(x).
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LEMME 1. Il existe une constante C 1 telle que, pour tout entier j ;:;" p on
puisse trouver Qj E Hj tel que

Iv(S)(x) - Qy)(x)1 ~ C1(C(j, x))S-P IIv(Pl ll
(xEI, s=O,I,... ,p).

Ce resultat est du aMalozemov [3].

LEMME 2. Il existe une constante C(m) telle que pour tout S E H n

(n;:;" I), et pour tout entier r ~ p on ail:

Is(r)(x)1 m(x) ~ C(m)(C(n,x)Y IISml1 (x E I).

Demonstration. Dans [2J on a montre que si T est un polynome
trigonometrique 2n-periodique et d'ordre au plus n, et si pour a;:;" 0 Wa

designe la fonction 2n-periodique definie sur [-17,17] par wa(e) = lela, alors,
II T'wall* ~ C(a) 11 II Twall* (ou C(a) est une constante qui ne depend que de
a). Par un procede analogue, on obtient aisement Ie resultat suivant sigale en
remarque a la fin de [21: II T'(O) m(cos 0)11* ~ C2 n II T(O) m(cos 0)11* ou C 2

est une constante qui ne depend que de m. Done en posant T(e) = S(cos 0)
on a pour xEI, IS'(x)1 (1-x2)1/2m(x)~C2nIISmll. Mais la fonction x~
(1 - X 2)1!2 m(x) est du meme type que la fonction m, done, par reiteration,
pour x E I on aura

(C 3 depend de m).

D'autrepart, d'apn':s [I, tho 3], pour x E I:

(C4 depend de m).

Ces deux dernieres inegalites combinees avec (I) nous donnent Ie n':sultat
cherche.

On posej(n) = Max(n, p).

LEMME 3. Il existe une constante Cs (dependant de m) telle que pour
tout R E Hn et pour tout r ~ p on ail (Qj designant les polyn6mes du
lemme I) pour x E I:
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Demonstration. On a

[R(v - Qj(n»](r) m = ~o (:) R(r-S)m(v(Sl - QJ~~l)

done d'apres les lemmes 1 et 2:

I[R(v - Qj(n»jlr) (x)1 m(x)

~ C6 sto (:) (C(n,x))r-s (C(j(n),x»S-P IIRmllllv(Plll·

Mais on a toujours C(n, x) ~ C(j(n), x) done

(C(n, x)y-s (C(j(n), x))S-P ~ (C(n, x))'-P

ee qui etablit Ie lemme 3.

LEMME 4. Pour a > 0 donne, it existe une constante C(a) tel/e que pour
tout S E H n (n ~ 1) on ail

IIS(x) Ixlall ~ C(a) na IISII,
IIS(x) 11 ± xl a II ~ C(a) n2a IISII·

Ce resultat est etabli dans [1, tho 2]. On I'utilisera apres ehangement de
variable, sur un intervalle ferme borne quelconque.

DEMONSTRATION DU THEOREME

Soit P E Hn verifiant pour x E I IP(x)1 m(x) ~ I<p(x)l· On peut alors eerire
P(x) = (x - b,) ... (x - b,..) R(x) ou R E Hn et verifie, pour x E I
IR(x)1 m(x) ~ Iu(x)l. En utilisant Ie lemme 1 avec s = 0 on a:

IIRQj(nlmll ~ IIRvml1 + IIR(Qj(n) - v) mil ~ 1 + C, IIRmllllv(P) II
~ 1 +C,lIullllv(P)11 = C 7 •

II resulte alors du lemme 2 et de (2) que:

I[R(x) Qj(nl(x) jlr) Im(x)

~ Cs(C(n, x)Y (Cs depend de m et de <p).

Mais

I[Rv jlr) (x) m(x)1

~ I[R(v - Qj(n»](rl (x) m(x)1 + I[RQj(nd(rl (x) m(x)1
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done, en utilisant Ie lemme 3:

\(Rv)(r) (x) m(x)\

~ C9(C(n,x)Y-p IIRmllllv(P)11 + Cg(C(n,x))r

~ CIO(C(n,x)Y (C9 et C IO dependent de m et q».

Ceei peut eneore s'eerire, pour x=t-b j U= 1,...,,u)

I(p/{{J)(r) (x)m(x)1 = I(R/u)(r) (x)m(x)1 ~ CIO(C(n,x)Y·
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L'egalite p(k)m = (q>(P/{{J »(k) m = I:~=o (~)(P/{{J )(r) q>(k-r)m nous donne alors
immediatement I'inegalite (5) pour x =t- h j (i = 1,...,,u) et par eontinuite pour
tout x dans I.

Montrons maintenant les inegalites (6).
Si lajl =t- 1, pour x E J i on a d'apres (5)

IP(k)(X) m(x)1 ~ Clink

done, avee Ie lemme 4 IP(k)(x)1 ~ C12 nk+ai
•

Si lail = 1, raisonnement analogue en rempla~ant n par n2
•
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