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INTRODUCTION

Le probleme que nous étudions ici a été posé en 1970 par P. Turan. Soit ¢
une fonction réelle définie sur 7 = [—1, 1] et P un polynéme de degré au plus
n vérifiant pour x € I: |P(x)| <|9(x)- Quelle majoration peut on donner
pour P®(x)?

Pour ¢ =1 on a la célébre inégalité de Markov

|P'(x) L inf(n?, n(l1 -=x*)~"Y)  (x€1)

et plus généralement (voir par exemple [7, p. 227])

PRI Cen(1=xM)2 + (In) ™ (x€T)

ou C, est une constante qui ne dépend que de k.

Les cas p(x)=x, k=1 et p(x)= (1 —x)"%, k=1 et 2 ont été étudiés
avec beaucoup de précision par Rahmann et Pierre dans [4, 5]. Pour des
améliorations diverses de [I’inégalité de Markov nous renvoyons aux
bibliographies de ces deux articles et a [6].

NOTATIONS

Pour toute fonction f réelle définie sur I on note || f|| = Sup, ., |f(x). Pour
toute fonction g réelle définie sur R on note || g||* = Sup,g g(x). On désigne
par H, l'espace des polynomes de degré au plus n. On pose pour x €17 et
nEN*

C(n, x)=n((1 —x»)"? + (1/n))~"
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donc, d’aprés l'inégalité vue plus haut, pour tout PEH, (n>1) on a
|P®(x) < C(C(n, x))* || P||. On remarquera que

C(n, x) < inf(n?, n(1 — x*)~?) < 2C(n, x) (1)
et que pour g € N*
qC(n, x) < Cgn, x) < ¢°C(n, x). )

ENONCE DU RESULTAT

Soient a,, a,,..., a,; des réels vérifiant
—1<a, < <a; <1
et a;, a,,.., @, des réels positifs ou nuls. Soit m la fonction définie sur 7 par
m(x) =[x —a,|*t e |x = g, (3)

En prenant par convention a, = —1 et a,,, = 1, on note J, = [3(a,_, + a;),
1@ +a;, )] (=1,2,.,4),

Soient b,, b,,..., b, des éléments (non nécessairement distincts) de 7 et u
une fonction de C?(I) non nulle sur I. On pose

Q)= (x —by) -+ (x — b,) u(x). (4)

On supposera que pour les indices i tels que a; soit égal a I'un des b;, a; < 1
(on voit bien dans I’énoncé du théoréme qui suit que cette hypothése n’est
pas restrictive).

THEOREME. Pour m et ¢ données par (3) et (4) et pour k entier positif tel
que k< p, il existe deux constantes A et B telles que pour tout P€ H,
(n > 1) vérifiant | P(x)| m(x) < |o(x)| (x €I} on ait:

x| POx) mx) < A4 i (Cn,x) o* "x)  (x€) )
* Pour x € J;,
[POx) < B+ si |a;|# 1

< Bn**?2e i ay| = 1.

(6)
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QUELQUES LEMMES

Posons par commodité d’écriture v(x) = 1/u(x).

LEMME 1. Il existe une constante C, telle que, pour tout entier j 2> p on
puisse trouver Q, € H; tel que

[o(x) = 0P ()l < C(C (U, %)) vl
xel, s=0,1,.,p)

Ce résultat est dii @ Malozemov [3].

LEMME 2. Il existe une constante C(m) telle que pour tout S € H,
(n > 1), et pour tout entier r < p on ait:

ST (x) mx) < Cm)(C(n, x))" || Sm|| (x€ ).

Démonstration. Dans [2] on a montré que si T est un polyndome
trigonometrique 2z-périodique et d’ordre au plus n, et si pour a 20 w,
désigne la fonction 2z-périodique définie sur [—n, ] par w, (@) =16|%, alors,
IT'w,||* < Cla) n || Tw,|I* (ou C(a) est une constante qui ne dépend que de
a). Par un procédé analogue, on obtient aisément le résultat suivant sigalé en
remarque a la fin de {2}: | T'(8) m(cos 9)||* < C,n || T(6) m(cos G)||* ou C,
est une constante qui ne dépend que de m. Donc en posant T(f) = S(cos §)
on a pour x € I, |S'(x)| (1 —x*)"? m(x) < C,n || Sm|. Mais la fonction x —
(1 —~x*)"* m(x) est du méme type que la fonction m, donc, par réitération,
pour x € I on aura

| SO mx)1 — x> Cyn || Sm| (C, dépend de m).
D’autrepart, d’aprés (1, th. 3|, pour x € I:
| ST (x) m(x)| < Cyn™ || Sm| (C, dépend de m).

Ces deux derniéres inégalités combinées avec (1) nous donnent le résultat
cherche.
On pose j(n) = Max(n, p).

LeMME 3. [l existe une constante Cs (dépendant de m) telle que pour
tout Re€ H, et pour tout r < p on ait (Q; désignant les polynémes du
lemme 1) pour x€ I

[R(@ = Q;n)]” () m(x) < Cs(Cln, x)) 77 || R [|0? .
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Démonstration. On a

(N oo
[R(v _ Qj(,.))](r) m= Z (s) R( s)m(v(s) _ Qj(f')l)

5s=0
donc d’aprés les lemmes 1 et 2:
R — Q)] (x)| m(x)
<€ ¥ (7) Conx)y = (. )~ [Rm] o)

=0

Mais on a toujours C(n, x) < C(j(n), x) donc
(C(n, x))"™* (C(j(n), x))*? < (C(n, x))" P

ce qui établit le lemme 3.

LEMME 4. Pour a > 0 donné, il existe une constante C(a) telle que pour
tout SE H, (n> 1) on ait

[18() |x[*| < Cla) n® || S,
ISC) 11 £ x|*| < Cla)n’ || S].

Ce résultat est établi dans [1, th. 2]. On lutilisera aprés changement de
variable, sur un intervalle fermé borné quelconque.

DEMONSTRATION DU THEOREME

Soit P € H, vérifiant pour x € I | P(x)| m(x) < |¢(x)|. On peut alors écrire
P(x)=(x—b,)--(x—b,)R(x) ou REH, et vérifie, pour x€/
|R(x)| m(x) < |u(x)|. En utilisant le lemme 1 avec s =0 on a:

IRQjmml < | Rvm|| + | R(Qjimy — v) m| < 1+ C, || Rl [0

<1+ Cyuffv®=C,.

Il résulte alors du lemme 2 et de (2) que:
[RG) Q)] | m(x)

L Cy(C(n, x))’ (Cq dépend de m et de ¢).

Mais
[[Rv]® (x) m(x)|
<R = Qi1 (x) m(x)] + |[RQj) |7 (x) m(x)]
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donc, en utilisant le lemme 3:

I(Rv)" (x) m(x)|
< Co(C(n, x))" 7 |IRm|| [0 || + Co(C(n, x))"
£ Co(C(n, x)) (C, et C,, dépendent de m et ¢).

Ceci peut encore s’écrire, pour x # b, (i = 1,..., 4)
|(P/9)” (x) m(x)| = [(R/u)"” (x) m(x)| < C,o(C(n, x))".

L’égalité P®m = (p(P/9))® m= Y *_, (*)(P/9)"” ¢*~"m nous donne alors
immeédiatement I'inégalité (5) pour x +# b, (i = 1,...,#) et par continuité pour
tout x dans I.

Montrons maintenant les inégalités (6).

Si |a;| # 1, pour x € J; on a d’aprés (5)

| PO (x) mx)| < Cyn

donc, avec le lemme 4 |P® (x)| < C,,n** .
Si |a;| = 1, raisonnement analogue en remplagant n par n’.
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